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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Огромное количество математических моделей 
называют уравнениями типа Буссинеска, поэтому широкий круг уравнений типа Бус-
синеска шестого порядка привлекает пристальное внимание со стороны исследовате-
лей всего мира. Материалы и методы. Изучается классическое решение одной нели-
нейной обратной краевой задачи для линеаризованного уравнения Буссинеска шесто-
го порядка с дополнительным интегральным условием. Один метод основан на при-
менении метода Фурье. Второй метод заключается в применении метода сжатых 
отображений. Результаты. Суть задачи состоит в том, что требуется вместе с реше-
нием определить неизвестный коэффициент, зависящий от переменной t при неиз-
вестной функции. Задача рассматривается в прямоугольной области. При решении 
исходной обратной краевой задачи осуществляется переход от исходной обратной 
задачи к некоторой вспомогательной обратной задаче. С помощью сжатых отображе-
ний доказываются существование и единственность решения вспомогательной зада-
чи. Затем вновь производится переход к исходной обратной задаче, в результате де-
лается вывод о разрешимости исходной обратной задачи. Выводы. Предложенные 
методы нахождения решений обратной задачи могут быть использованы при изуче-
нии разрешимости для различных задач математической физики.  
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Abstract. Background. A huge number of mathematical models are called Boussinesq 
equations; therefore, a wide range of sixth-order Boussinesq equations attracts a lot of at-
tention from outside researchers around the world. Materials and methods. The research 
studies the classical solution of one nonlinear inverse boundary value problem for linear-
ized sixth-order Boussinesq equation with an additional integral condition. One method is 
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based on the application of the Fourier method. The second method is to apply the method 
of compressed mappings. Results. The essence of the problem is that together with the solu-
tion it is required to determine an unknown coefficient depending on the variable t with an 
unknown function. The problem is considered in a rectangular area. When solving the orig-
inal inverse boundary value problem, the transition from the original inverse problem to 
some auxiliary inverse problem is carried out. The existence and uniqueness of a solution to 
an auxiliary problem are proved with the help of contracted mappings. Then the transition 
to the original inverse problem is again made, as a result, a conclusion is made about the 
solvability of the original inverse problem. Conclusions. The proposed methods for finding 
solutions to the inverse problem can be used in the study of solvability for various problems 
of mathematical physics. 
Keywords: inverse boundary value problem, classical solution, Fourier method, sixth-order 
Boussinesq equations 
For citation: Farajov A.S. On a nonlinear inverse boundary value problem for linearized 
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Введение 
Теория обратных задач для дифференциальных уравнений является ди-

намично развивающимся разделом современной науки. Обратные задачи воз-
никают в самых различных областях человеческой деятельности, таких как 
сейсмология, разведка полезных ископаемых, биология, медицина, контроль 
качества промышленных изделий и т.д., что ставит их в ряд актуальных про-
блем современной математики. Наличие в обратных задачах дополнительных 
неизвестных функций требует, чтобы, помимо граничных условий, есте-
ственных для того или иного класса дифференциальных уравнений, задава-
лись также некоторые дополнительные условия переопределения. Основы 
теории и практики исследования обратных задач математической физики бы-
ли заложены и развиты в фундаментальных работах выдающихся ученых  
А. Н. Тихонова, М. М. Лаврентьева, В. К. Иванова и их учеников.  

Уравнение Буссинеска – это классическая модель для описания распро-
странения волн малой амплитуды и длинных волн. В последнее время боль-
шое внимание уделяется изучению уравнения Буссинеска шестого порядка 
[1–12].  

Различные обратные задачи для отдельных типов дифференциальных 
уравнений в частных производных изучались во многих работах (см., напри-
мер [13–18]).  

В данной статье мы рассматриваем обратную задачу для линеаризован-
ного уравнения Буссинеска шестого порядка с дополнительным интеграль-
ным условием. 

1. Постановка задачи и ее сведение к эквивалентной задаче 

Пусть {( , ) : 0 1, 0 }TD x t x t T= ≤ ≤ ≤ ≤ . Далее, пусть ( , )f x t , ( )xϕ , 
( )xψ , ( ),g x  ( )h t  – заданные функции, определенные при [0,1], [0, ]x t T∈ ∈ . 

Рассмотрим следующую обратную краевую задачу: найти пару { ( , ) , ( )}u x t a t  
функций ( , )u x t , ( )a t , удовлетворяющих уравнению 



University proceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2023;(2) 

 21

1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )tt xx xxxx xxxxxxu x t u x t u x t u x t− +β −β =  

  ( ) ( , ) ( , )a t u x t f x t= +  ( , ) Tx t D∈ ,  (1) 

с начальными условиями: 

  ( ,0) ( ), ( ,0) ( ) (0 1),tu x x u x x x= ϕ = ψ ≤ ≤   (2) 

с граничными условиями: 

 (0, ) (1, ) (0, ) (1, ) (0, ) (1, ) 0 (0 )x xx xxx xxxx xxxxu t u t u t u t u t u t t T= = = = = = ≤ ≤ , (3) 

с дополнительным интегральным условием: 

  
1

0

( ) ( , ) ( ) (0 ),g x u x t dx h t t T= ≤ ≤   (4) 

где 1 20, 0β > β >  – фиксированные числа. 
Введем обозначение: 

2,6 2( ) { ( , ) : ( , ) ( ), ( , ) ( )}.T T xxxxxx TC D u x t u x t C D u x t C D= ∈ ∈  

Определение. Пару { ( , ), ( )}u x t a t  функций ( )2,6( , ) Tu x t C D∈ ∩  

( )1,3
TC D∩  и ( ) [0, ]a t C T∈ , удовлетворяющих уравнению (1) в ,TD  условию 

(2) в [0,1]  и условиям (3)–(4) в [0, ],T  назовем классическим решением об-
ратной краевой задачи (1)–(4). 

Справедлива следующая  
Теорема 1. Пусть ( )( , ) Tf x t C D∈ , ( ),g x  ( ),xϕ  ( ) [0,1],x Cψ ∈  

2( ) [0, ]h t C T∈ , ( ) 0 (0 )h t t T≠ ≤ ≤ , и выполняются условия согласования 

1 1

0 0

( ) ( ) (0), ( ) ( ) (0) .g x x dx h g x x dx h′ϕ = ψ =   

Тогда задача нахождения классического решения задачи (1)–(4) экви-
валентна задаче определения функций ( )2,6( , ) Tu x t C D∈  и ( ) [0, ]a t C T∈  из  
(1)–(3) и  

1 1 1

1 2
0 0 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )xx xxxx xxxxxxh t g x u x t dxu g x u x t dx g x u x t dx′′ − + β −β =    

  
1

0

( ) ( ) ( ) ( , ) (0 ).a t h t g x f x t dx t T= + ≤ ≤   (5) 

Доказательство. Пусть { ( , ), ( )}u x t a t  является классическим решением 

задачи (1)–(4), причем 2,6( , ) ( )Tu x t C D∈ . Так как 2( ) [0, ]h t C T∈ , дифферен-
цируем (4) два раза по t , получаем: 
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1 1

0 0

( ) ( , ) ( ) , ( ) ( , ) ( ) (0 ).t ttg x u x t dx h t g x u x t dx h t t T′ ′′= = ≤ ≤    (6) 

Умножим уравнение (1) на функцию ( )g x  и интегрируем полученные 
равенства от 0  до 1 по x , получим: 

1 1 12
12

0 0 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )xx xxxx
d g x u x t dx g x u x t dxu g x u x t dx
d t

− +β −    

 
1 1 1

2
0 0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( 0 ).xxxxxxg x u x t dx a t g x u x t dx g x f x t dx t T−β = + ≤ ≤    (7) 

Отсюда с учетом (4) и (6) легко приходим к выполнению (5). 
Теперь предположим, что { ( , ), ( )}u x t a t  является решением задачи (1)–

(3), (5). Из (5) и (7) имеем: 

 
1 12

2
0 0

( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) (0 ).d g x u x t dx h t a t g x u x t dx h t t T
d t

   
   − = − ≤ ≤
   
   
    (8) 

В силу (2) и 
1 1

0 0

( ) ( ) (0), ( ) ( ) (0)g x x dx h g x x dx h′ϕ = ψ =   находим: 

1 1

0 0

( ) ( ,0) (0) ( ) ( ) (0) 0g x u x dx h g x x dx h− = ϕ − =  ,  

  
1 1

0 0

( ) (0, ) (0) ( ) ( ) (0) 0tg x u t dx h g x x dx h′ ′− = ψ − =  .  (9) 

Из (8) с учетом (9) ясно, что выполняется и условие (4). Теорема дока-
зана.  

2. Разрешимость обратной краевой задачи 
Первую компоненту ( , )u x t  решения { ( , ), ( )}u x t a t  задачи (1)–(3), (5) бу-

дем искать в виде 

 
1

( , ) ( )sin (2 1)
2k k k

k
u x t u t x k

∞

=

π = λ λ = − 
 

 ,  (10) 

где 
1

0

( ) 2 ( , )sin ( 1,2,...)k ku t u x t xdx k= λ = , 
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Тогда, применяя формальную схему Фурье, из (1) и (2) получаем:  

 2 4 6
1 2( ) ( ) ( ) ( ; , ) (0 ; 1,2,...)k k k k k ku t u t F t u a t T k′′ + λ +β λ +β λ = ≤ ≤ = ,  (11) 

 (0) , (0) ( 1,2,...)k k k ku u k′= ϕ = ψ = ,  (12) 

где 

( ; , ) ( ) ( ) ( ),k k kF t u p a t u t f t= +  
1

0

( ) ( , )sin ,k kf t f x t x dx= λ  

1 1

0 0

2 ( )sin , 2 ( )sin ( 1,2,...)k k k kx xdx x xdx kϕ = ϕ λ ψ = ψ λ =  . 

Решая задачу (11)–(12), находим: 

0

1 1( ) cos sin ( ; , )sin ( ) ( 1,2,...)
t

k k k k k k k
k k

u t t t F u a t d k=ϕ β + ψ β + τ β −τ τ =
β β  , (13) 

где 2 4 6
1 2k k k kβ = λ +β λ +β λ  ( 1,2,...)k = . 

После подстановки выражения ( ) ( 1,2,...)ku t k =  в (10) для определения 
компоненты ( , )u x t  решения задачи (1)–(3), (5) получаем: 

1

1( , ) cos sink k k k
kk

u x t t t
∞

=


= ϕ β + ψ β + β
  

 
0

1 ( ; , )sin ( ) sin .
t

k k k
k

F u a t d x
+ τ β − τ τ λβ 

   (14) 

Теперь из (5) с учетом (10) имеем: 
1( ) [ ( )]a t h t −= ×  

 
1 1

2 4 6
1 2

10 0

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )sink k k k k
k

h t g x f x t dx u t g x xdx
∞

=

  ′′× − + λ +β λ +β λ λ 
  

  .  (15) 

Для того чтобы получить уравнение для второй компоненты ( )a t  ре-
шения { ( , ), ( )}u x t a t  задачи (1)–(3), (5), подставим выражение (13) в (15): 

1
1 2 4 6

1 2
10

( ) [ ( )] ( ) ( ) ( , ) ( ) cosk k k k k
k

a t h t h t g x f x t dx t
∞

−

=

  ′′= − + λ +β λ +β λ ϕ β + 


  

 
1

0 0

1 1sin ( ; , )sin ( ) ( )sin
t

k k k k k
k k

t F u p t d g x xdx
 + ψ β + τ β − τ τ λ β β   

  .  (16) 
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Таким образом, решение задачи (1)–(3), (5) сведено к решению системы 
(14), (16) относительно неизвестных функций ( , )u x t  и ( ).a t  

Для изучения вопроса единственности решения задачи (1)–(3), (5) важ-
ную роль играет следующая  

Лемма 1. Если { ( , ), ( )}u x t a t  – любое классическое решение задачи  
(1)–(3), (5), то функции 

1

0

( ) 2 ( , )sin ( 1,2,...)k ku t u x t xdx k= λ =  

удовлетворяют системе (13) в [0, ].T  
Доказательство. Пусть { }( , ), ( )u x t a t  – любое решение задачи (1)–(3), 

(5). Тогда умножив обе части уравнения (1) на функцию 2sin k xλ  ( 1,2,...)k = , 
интегрируя полученное равенство по x  от 0 до 1 и пользуясь соотношениями 

1 12

2
0 0

2 ( , )sin 2 ( , )sin ( )tt k k k
du x t xdx u x t xdx u t
dt

 
  ′′λ = λ =
 
 

   ( 1,2,...)k = , 

1 1
2 2

0 0

2 ( , )sin 2 ( , )sin ( ) ( 1,2,...)xx k k k k ku x t xdx u x t xdx u t k
 
 λ = −λ λ = −λ =
 
 

  , 

1 1
4 4

0 0

2 ( , )sin 2 ( , )cos ( ) ( 1,2,...)xxxx k k k k ku x t xdx u x t xdx u t k
 
 λ = λ λ = λ =
 
 

  , 

1 1
6 6

0 0

2 ( , )sin 2 ( , )cos ( ) ( 1,2,...)xxxxxx k k k k ku x t xdx u x t xdx u t k
 
 λ = −λ λ = −λ =
 
 

  , 

получаем, что удовлетворяется уравнение (11).  
Аналогично, из (2) получаем, что выполняется условие (12). 
Таким образом, ( ) ( 1,2,...)ku t k =  является решением задачи (11), (12).  

А отсюда непосредственно следует, что функции ( )ku t ( 1,2,...)k =  удовлет-
воряют на [0, ]T  системе (13). Лемма доказана.  

Очевидно, что если 
1

0

( ) 2 ( , )sin ( 1,2,...)k ku t u x t xdx k= λ =  является реше-

нием системы (13), то пара { ( , ), ( )}u x t a t  функций 
1

( , ) ( )sink k
k

u x t u t x
∞

=
= λ  и 

( )a t  является решением системы (14), (16).  
Из леммы 1 следует, что имеет место следующее 
Следствие. Пусть система (14), (16) имеет единственное решение. То-

гда задача (1)–(3), (5) не может иметь более одного решения, т.е. если задача 
(1)–(3), (5) имеет решение, то оно единственно. 
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Теперь с целью исследования задачи (1)–(3), (5) рассмотрим следую-
щие пространства:  

1. Обозначим через 7
2,TB  [19] совокупность всех функций ( ),u x t  вида 

1
( , ) ( )sin (2 1) ,

2k k k
k

u x t u t x k
∞

=

π = λ λ = − 
 

  

рассматриваемых в ,TD  где каждая из функций ( ) ( 1,2, )ku t k =   непрерывна 
на [0, ]T  и 

1/2
7 2

[0, ]
1

( ) ( ( ) ) .T k k C T
k

J u u t
∞

=

 
 ≡ λ < +∞
 
 
  

Норма в этом множестве определяется так: 

7
2,

( , ) ( ).
TBu x t J u=  

2. Через 7
TE  обозначим пространство вектор-функций { ( , ), ( )}u x t a t  та-

ких, что ( ) 7
2,, Tu x t B∈ , ( ) [0, ]a t C T∈ . Снабдим это пространство нормой 

[ ]7 7
2, 0,( , ) ( )

T TE B C Tz u x t a t= + . 

Очевидно, что 7
2,TB  и 7

TE являются банаховыми пространствами. 

Теперь рассмотрим в пространстве 7
TE  оператор  

1 2( , ) { ( , ), ( , )},u a u a u aΦ = Φ Φ  

где 

1
1

( , ) ( , ) ( )sin ,k k
k

u a u x t u t x
∞

=
Φ = ≡ λ   2 ( , ) ( ),u a a tΦ =   

здесь ( ) ( 1,2,...)ku t k =  и ( )a t  равны соответственно правым частям (13) и 
(16). 

Очевидно, что 
3 3 3 3

1 2 1 2 21 ( 1,2,...)k k k k k kε λ < β λ < β < +β +β λ ≡ ε λ = . 

Тогда имеем: 
1 1 1
2 2 27 2 7 2 4 2

[0, ]
11 1 1

2( ( ) ) 2 ( ) ( )k k k k k kC T
k k k

u t
∞ ∞ ∞

= = =

     
     λ ≤ λ ϕ + λ ψ +
     ε     
    

1 1
2 24 2 7 2

[0, ] [0, ]
1 11 10

2 2( ( ) ) ( ) ( ( ) ) ,
T

k k k kC T C T
k k

T f d T a t u t
∞ ∞

= =

   
   + λ τ τ + λ

  ε ε   
   (17) 
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[ ]
1

1
[0, ] [0, ] 0 [0, ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( , )C T C T
C T

a t h t h t g x f x t dx−
 ′′= − +


  

2

1/2 1/2
2 7 2 4 2

1 2(0,1)
1 1 1

( ) (1 ) ( ) ( )k k k k kL
k k k

g x
∞ ∞ ∞

−

= = =

          + +β +β λ λ ϕ + λ ψ +     
     
    

1/2 1/2
4 2 7 2

[0, ] [0, ]
1 10

( ( ) ) ( ) ( ( ) ) .
T

k k k kC T C T
k k

T f d T a t u t
∞ ∞

= =

       + λ τ τ + λ       
   (18) 

Предположим, что данные задачи (1)–(3), (5) удовлетворяют следую-
щим условиям: 

1. 6 (7)
2( ) [0,1], ( ) (0,1), (0) (1) (0) (1)x C x L ′ ′′ ′′′ϕ ∈ ϕ ∈ ϕ = ϕ = ϕ = ϕ =  

(4) (5) (6)(0) (1) (0) 0= ϕ = ϕ = ϕ = . 

2. 3 (4)
2( ) [0,1], ( ) (0,1), (0) (1) (0) (1) 0x C x L ′ ′′ ′′′ψ ∈ ψ ∈ ψ = ψ = ψ = ψ = . 

3. 2( , ), ( , ) , ( , ), ( , ) ( ), ( , ) ( ),x xx xxx T xxxx Tf x t f x t f x t f x t C D f x t L D∈ ∈   

(0, ) (1, ) (0, ) (1, ) 0 (0 )x xx xxxf t f t f t f t t T= = = = ≤ ≤ . 

4. 2
1 20, 0, ( ) [0,1], ( ) [0, ], ( ) 0 (0 ) .g x C h t C T h t t Tβ > β > ∈ ∈ ≠ ≤ ≤   

Тогда из (17)–(18) имеем: 

 7 7
2, 2,1 1 [0, ]( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ,

T TB C T Bu x t A T B T a t u x t≤ +   (19) 

 7
2,2 2[0, ] [0, ]( ) ( ) ( ) ( ) ( , )

TC T C T Ba t A T B T a t u x t≤ + ,  (20) 

где  

22 2

(7) (4)
1 ( )(0,1) (0,1)1 1

2 2( ) 2 ( ) ( ) ( , ) ,
Txxxx L DL L

TA T x x f x t= ϕ + ψ +
ε ε

 

1
1

5( ) (1 )B T T T= + +
ε

, 

[ ]
1

1
2 1 2[0,1][0, ] 0 [0, ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) (1 )CC T
C T

A T h t h t g x f x t dx g x−
 ′′= − + +β +β ×


  

22 2

1/2
2 (7) (4)

( )(0,1) (0,1)1
( ) ( ) ( , ) ,

Tk xxxx L DL Lk
x x T f x t

∞
−

=

   
 × λ ϕ + ψ +      
  
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[ ]
2

1
21 2

2 1 2(0,1)[0, ] 1
( ) ( ) ( ) (1 ) .kLC T k

B T h t g x T
∞

− −

=

 
 = +β +β λ
 
 
  

Из неравенств (19)–(20) заключаем: 

 [ ] [ ]7 7,4
2, 2,0, 0,( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ,

T TB C T C T Bu x t a t A T B T a t u x t+ ≤ +    (21) 

где  

1 2( ) ( ) ( )A T A T A T= + , 1 2( ) ( ) ( )B T B T B T= + . 

Итак, можно доказать следующую теорему. 
Теорема 2. Пусть выполнены условия 1–4 и 

 2( ( ) 2) ( ) 1A T B T+ < .  (22) 

Тогда задача (1)–(3), (5) имеет в шаре 7(|| || ( ) 2)
T

R EK K z R A T= ≤ = +  про-

странства 7
TE  единственное решение. 

Доказательство. В пространстве 7
TE  рассмотрим уравнение  

 z z= Φ ,  (23) 

где { },z u a= , компоненты ( , )i u aΦ ( 1,2)i = , оператора ( , )u aΦ  определены 
правыми частями уравнений (14) и (16) .  

Рассмотрим оператор ( , )u aΦ  в шаре RK K=  из 7
TE . Аналогично (21) 

получаем, что для любых 1 2, , Rz z z K∈  справедливы оценки: 

  [ ]7 7
2,0,( ) ( ) ( ) ( , ) ,

T TE C T Bz A T B T a t u x tΦ ≤ +   (24) 

 [ ]7 7,4
2,

1 2 1 2 1 20,( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )
T TE C T Bz z B T R a t a t u x t u x t Φ −Φ ≤ − + − 

 
. (25) 

Тогда, из оценок (24), (25) с учетом (22) следует, что оператор Φ  дей-
ствует в шаре RK K=  и является сжимающим. Поэтому в шаре RK K=  опе-
ратор Φ  имеет единственную неподвижную точку { , }u a , которая является  
в шаре RK K=  единственным решением уравнения (23), т.е. { , }u a  является  
в шаре RK K=  единственным решением системы (14) и (16) . 

Функция ( , )u x t  как элемент пространства 7
2,TB  имеет непрерывные 

производные ( , ),u x t  ( , ),xu x t  ( , ),xxu x t  ( , ),xxxu x t  ( , ),xxxxu x t  ( , ),xxxxxu x t  

( , )xxxxxxu x t  в TD .  
Из (11) нетрудно видеть, что  

1 1
2 22 7 2

1 2[0, ] [0, ]
1 1
( ( ) ) (1 ) ( ( ) )k k k kC T C T

k k
u t u t

∞ ∞

= =

   
′′   λ ≤ +β +β λ +

   
   
   



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2023. № 2 

 28

2
[0, ] (0,1)

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) .x x tx C T L
f x t a t u x t b t u x t+ + +  

Отсюда следует, что ( , )ttu x t  непрерывна в TD .  
Легко проверить, что уравнение (1) и условия (2), (3) и (5) удовлет-

воряются в обычном смысле. Следовательно, { ( , ), ( )}u x t a t  является решением 
задачи (1)–(3), (5), причем в силу следствие леммы 1 оно единственное в ша-
ре RK K= . Теорема доказана.  

С помощью теоремы 1 доказывается следующая 
Теорема 3. Пусть выполняются все условия теоремы 2 и  

1 1

0 0

( ) ( ) (0), ( ) ( ) (0).g x x dx h g x x dx h′ϕ = ψ =    

Тогда задача (1)–(4) имеет в шаре 7(|| || ( ) 2)
T

R EK K z R A T= ≤ = +  из 7
TE  

единственное классическое решение. 
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